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In der Medizin gibt es bekanntlich zahlreiche Testverfahren, um herauszu-
finden, ob jemand von einer bestimmten Krankheit befallen oder nicht befallen
ist. Man erinnere sich (wenn auch mit Unbehagen) an Korona und die unauthor-
lichen Teste unendlich vieler Menschen. Bei den Verfahren handelt es sich vor-
wiegend um Untersuchungen von Korperfliissigkeiten, also Blut, Urin, Schleim,
Sperma etc. Besondere Bedeutung erlangt der Test als Prostata- Prénatal-
Mammographie oder Herz/Kreislauf-Screeing, um anhand der Ergebnisse friih-
zeitig intervenieren zu kénnen. Diese sind zumeist aber mehrdeutig. Ein positives
Ergebnis bedeutet nicht zwangslaufig, dass die Person auch tatséchlich krank
ist. Es gibt eben auch die Moglichkeit, dass sie falschlich als krank bezeichnet
wird. Wie also kann Klarheit in die Angelegenheit gebracht werden?

Man lese zum Beispiel G. Gigerenz!, der sich in seinem Buch, unter anderem,
mit diesem Thema befasst und beschreibt, wie nach einfacher Uberlegung der
Test aufhellt, also zum Beispiel in ,richtig positive’* und ,falsch positive* Aussa-
gen zerlegt werden kann; oder greife, falls an den Grundlagen interessiert, aus
der riesigen Zahl von Lehrbiichern der Wahrscheinlichkeitsrechnung das von
N.Henze? heraus. Ich will mit diesem Artikel anbieten, was bei den Zitierten
fehlt: den nach erfolgtem Test Ratlosen ein kleines, interaktives Programm an
die Hand geben, mit dessen Hilfe sie selbst ihren Test nach den Regeln der
Kunst interpretieren kénnen. Vorab miissen aber noch einige Grundlagen erléu-
tert werden, die zum Verstidndnis des Ganzen unabdingbar sind.

Vor dem Test: Die Hersteller der Teste, egal ob Hard- oder Software, testen
ihre Produkte in Studien, um herauszufinden, wie gut sie sind. Sie sind dann
gut, wenn sie mit grofer Wahrscheinlichkeit die kranke Person als krank und
die gesunde Person als gesund erkennen, also die kranke von der gesunden Per-
son sicher unterscheiden konnen. Dann ist P(+|K) die Wahrscheinlichkeit, dass
Ereignis + eintritt, unter der Bedingung, dass die Getesteten definitv krank
sind. Diese (bedingte) Wahrscheinlichkeit nennen die Mediziner die Sensitvitét
Dse des Tests. Entsprechend ist P(—|G) die Wahrscheinlichkeit, mit welcher der
Test Personen, die erwiesenermafen gesund sind, als gesund erkennt. Diesen
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Wert nennen die Mediziner die Spezifitdt ps, des Tests. Wie wir spéter sehen
werden, ist eine hohe Spezifitit (in der Ndhe von 1) geeignet, um den Zustand
K mit grofiere Sicherheit zu identifizieren. Erinnern wir uns (wenn auch wie-
derum ungern) an Korona. Auf den Selbst-Test-Packungen sollten beide Werte
angegeben sein, wenn nicht, kann man sie im Internet entdecken. Meist sind sie
grofser als > 0.9, die besseren liegen eher bei > 0.95

Nach dem Test: Wie leicht einzusehen, gibt es vier mogliche Ergebnisse
des Tests. Davon zunéchst die beiden wichtigen:
Getestet: positiv: Das ist fiir die Praxis der eigentlich wichtige Fall; es entsteht
Unruhe und Besorgnis bei der Testperson, andererseits Neugier und Forscher-
drang beim Medizin-Personal. Doch auch hier gibt es (gliicklicherweise) zwei
Moglichkeiten: krank und gesund. Welche wahrscheinlicher ist, hdngt ab von
genau drei Faktoren. Hier ist die Formel zur Berechnung von P(K|+):
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Da es zwei Zusténde gibt, ist die Gegenwahrscheinlichkeit
P(Gl+) =1-P(K|+) (2)

Es gibt zwei weitere, eher weniger wichtige Falle: Test negativ, Patient ge-
sund; dieser Fall wird mit P(G|—) = P(G|—) notiert; in aller Regel kann man
wohlgemut nach Hause gehen:

(1 — Pye)P(K) + Pyy(1 — P(K))

P(G]-) =

Ein leichter Zweifel bleibt bestehen, denn auch hier gibt es die Gegenwahr-
scheinlichkeit, als falsch negativ notiert:

P(K|-)=1-P(G|-) (4)

Die Formeln gehen auf Thomas Bayes zuriick.?> Eine verstéindliche Darstel-
lung der Formeln (1) und (3) in Form von Pfad-Wahrscheinlichkeiten findet
sich in zahlreichen Lehrbiichern; recht anschaulich in dem schon vorab zitierten
Buch von G.Gigerenzer. Bleibt zu kldren, was wir mit der Bayses Statistik in
konkreten Fall gewinnen.

— Die Ausage des Tests lafst sich in falsch und richtig klassifizieren;

— Die Einschétzung des Zustands der Testperson ist nach dem Test um ein
Vielfaches sicherer geworden.

3Dieter Wickmann hat sein mit vielen originellen Anwendungen gespicktes Buch ( ,Bayes
Statistik®, Wissenschaftsverlag, 1990) nicht nur seiner Frau, sondern unausgesprochen auch
diesem englischen Gelehrten aus dem achtzehnten Jahrhundert gewidmet.



Diese aus den Formeln ablesbaren Vorteile sollen anhand des folgenden Beispiels
veranschaulicht werden.

Beispiel: Wir erinnern uns ein weiteres Mal an die Korona Pandemie. Die
Prévalenz von den iiber Sechzigjahrigen erreicht damals iiber langere Zeit Wer-
te von 1000-10000 Kranken pro 100000 Einwohner. Somit ist fiir diese Bevol-
kerungsgruppe die Wahrscheinlichkeit, zu erkranken, im Durchschnitt P(K) =
0.01 bzw. P(K) = 0.1. Das ist die sogenannte Priori-Wahrscheinlichkeit. Gehen
wir von P(K) = 0.1 aus. Geschétzt befinden sich also 10000 Erkrankte in ihrer
Stadt. Unser Testpaar H und F' gehort dieser Gruppe an und will, angesichts
der allgemeinen Verbreitung von Furcht und Schrecken, iiber den jeweiligen Zu-
stand Klarheit gewinnen, die auf gesichertem Wissen basiert.# Da sie die langen
Schlangen vor den test-Zentren nicht ausstehen kénnen, nehmen sie die iiberall
angebotenen Selbsttests zu Hilfe. In der Apotheke reagiert man mit Unverstand-
nis, als F' nach der Sensitivitdt und Spezifitdt des Tests fragt. Auch die eilens
herbeigerufene Apothekerin vermag die Sitaution nicht zu kliren. Eher unwillig
entscheidet sie sich zu der Aussage, dass danach noch nie jemand gefragt habe.
Stets gibt es ein erstes Mal“, gibt F behend zuriick, wahrend M fiir die Un-
kenntnis der Chefin ein gewisses Verstdndnis hat, ist ihm doch selbst nicht ganz
klar, was die nachgefragten Daten zu bedeuten haben. Und warum sie das {iber-
haupt wissen wollten? mochte die Apothekerin wissen. F' nimmt die Schachtel
in die Hand und entdeckt die fraglichen Parameter: P, = Py, = 0.9. Ob noch
andere Test verfiighar seien? Die Parameter des angebotenen Ware seien nicht
gerade erste Sahne. Erneutes Unverstindnis. Sei’s drum, sagen sich A und B
schliefflich, besser diese als keine.

Zu Hause angekommen, nehmen sie sich Abb. 1 des vorliegenden Artikels
zur Hand. In dieser ist der Einflufs der verschiedenen Gréfien auf die mittels
(1) errechnete Wahrscheinlichkeit illustriert. Die unterste Kurve iust fiir die
Test-Wahrscheinlichkeiten ihres soeben erworbenen Selbst-Tests gerechnet. Thre
personliche Vor-Wahrscheinlichkeit wére folglich: wenn positiv, dann mit einer
Wahrscheinlichkeit von 50% krank. Dass die Wahrscheinlichkeit nicht ndher an
100% liegt, ist der Ursache geschuldet, dass sich unter den positiv Getesten
nicht nur Kranke, sondern auch Gesunde tummeln, und zwar in gleichem Ver-
h&ltnis. Immerhin ist die Nach-Wahrscheinlichkeit um den Faktor 5 besser als
die Vor-Wahrscheinlichkeit, die von einem Anteil von 10% ausgeht. Wiren die
Vorwahrscheinlichkeiten néher an der eins, also z.B. die Spezifitit 0.99 (wie z.B.
beim HIV-Test ) kénnte F' laut Abb. 1 mit einer Sicherheit von 90% rechnen.
Das Ergebnis: H ist negativ, und F' ist positiv. Ist letzteres glaubwiirdig? F'
weifls Abhilfe. Sie hat im oben erwdhnten Buch von Henze gelesen und studiert
daraufhin Abb.2. Sie wiederholt den Test und erhélt wiederum eine positive
Antwort. Sieht in Abb. 2, dass sich damit ihre Infektion zu fast 90% bestétigt
hat. Wére sie positiv und dennoch gesund, gébe es dafiir nur eine Wahrschein-
lichkeit von 10%. Ein dritter Test eriibrigt sich somit. F' ist gefait, denn sie ist
schon mit ganz anderem fertig geworden. Wichtig ist ihr, dass jetzt Klarheit

4Nomenklatur: G=gesund, K =krank; H=Herr, F=Frau.



besteht.

DerClou: Das eigentliche Hightlight der Angelegenheit ist folglich die Wie-
derholung des Tests. Damit 148t sich die Vertrauenswiirdigkeit des Ergebnisses,
vorausgesetzt, die Tests sind voneinander unabhéngig und haben auch im néchs-
ten und den folgenden Versuchen das gleiche Ergebnis, dramatisch steigern. Es
folgt die mit Anzahl (n) der Wiederholungen modifizierte Formel (1):

(Pse)" P(K)

PO = TP o1 = POR)) + (Po) PR) ?

Anekdote: Ubrigens hatte ich dem jetzigen Gesundheitsminister Lauter-
bach zu Korona-Zeiten den Vorschlag iibersandt, die Sicherheit der verabreich-
ten oder selbst angewendeten Tests durch Wiederholung zu verbessern. Offenbar
hat er die darin enthaltene Begriindung, die wie oben ausgefiihrt auf den ehe-
ren Gesetzen der Stochastik basiert, nicht verstanden; jedenfalls habe ich weder
Dank noch Antwort erhalten. Vielleicht hat er die Formel heimlich bei sich selbst
ausprobiert, sich verrechnet und die Formel dem Papierkorb iibergeben.
Deshalb, liebe Leute: Ihr selbst miifst nicht rechnen. Ihr miift euch nur einige
Parameter besorgen, und nach Eingabe derselben auf dem Bildschirm bekom-
men ihr in Windeseile die fiir euch passenden Ergebnise, egal, ob es sich um
Covid, Prostata, Brustkrebs etc. handelt. Hier ist die URL:
http://volkerjentsch.de/Covid_Testgetestet.html

Faustregel: Je besser der Test gesunde Personen als gesund erkennt, je né-
her als die Spezifitdt Ps, an der eins liegt, umso grofer die Wahrscheinlichkeit,
bei positivem Test-Ergebnis die Anzahl der falsch-positiven Resultate zu min-
dern, bzw. umgekehrt definitiv Kranke auch als krank zu erkennen. Die filschlich
als krank Getesteten (siehe (2) ) erweisen sich in Fig. 1 bei P(K) = 0.001 als
nah bei eins und gehen gegen null, wenn P(K) = 0.1. Nehmen wir ein weiteres
Beispiel, eines mit anhaltend grofer Aktualitédt: Brustkrebs. Die Prévalenz iiber
den Lebenszeitraum der Frau, so habe ich gelesen, liegt bei etwa 10%. Spezifitat
und Sensitivitéit des Tests entsprechen denen in Abb. 1. Frau geht zum Scree-
ning und bekommt ein positives Ergebnis. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,
dass sie tatséchlich Krebs hat? Aus Abb.2 ergibt sich eine Wahrscheinlichkeit
von 50%: von zwei Frauen hat nur eine Brustkrebs. Vielleicht liegt die Wahr-
scheinlichkeit, an Brustkrebs zu erkranken, aber auch deutlich niedriger, etwa
bei 5%. Dann sind laut Abb. 1 nur drei von 10 positiv getesteten Frauen tat-
séchlich erkrankt! Also, liebe Frauen, seien Sie optimistisch! Es gibt eine gute
Chance, dass sie gesund sind.

Die Abbildungen: In Abb. 2 ist der als ,Clou® vorgestellte Effekt der Wie-
derholung illustriert. Schon bei geringer Priavalenz P(K) erreicht der Test beim
3. Versuch 100 %ige Sicherheit: Bei positivem Testergebnis ist die Testperson
definitiv krank. In Abb. 3 geht es um den Gewinn, wenn das Testergebnis ge-
méaf Bayes Statistik interpretiert wird. Schon bei einer Spezifitdt von 0.9 ist
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Abbildung 1: Posteriori-Wahrscheinlichkeit P(K|+) als Funktion der Priori-

Wahrscheinlichkeit P(K), fiir verschiedene Spezifitaten.

die Posteriori-Wahrscheinlichkeit etwa zehnmal besser als die Priori. Das gilt
vor allem fiir kleinen Prévalenzen, also bei geringer Wahrscheinlichkeit in der
Bevolkerung, zu erkranken (wie z.B. an Aids). Anders als in Abb. 1 und Abb. 2
geht es hier um die Wahrscheinlichkeit P(G|-). Sie wird vor allem durch die Sen-
sitivitdt beeinfluft. Fiir P(G)> 0.9, entsprechend P(K)<0.1, konvergieren die
Kurven gegen eins. Was deutlich macht, dass bei geringerem Krankheitsgesche-
hen die falsch positiven Testergebnisse an Bedetung gewinnen; falsch negative
kommen so gut wie nicht vor. Testfrage: wieso folgt das aus Abb.4?
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Abbildung 2: Posteriori-Wahrscheinlichkeit P(K|+) als Funktion der Priori-
Wahrscheinlichkeit P(K), fiir aufeinanderfolgend ausgefiihrte Tests: Die Mog-
lichkeit der Verbesserung eines Tests ist dessen Wiederholung.
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Abbildung 3: Verbesserung der Vorwahrscheinlichkeit durch Anwendung von
Bayes: P(K|+) /P(K) als Funktion von P(K), fiir verschiedene Spezifitéten.



P(GI-)

0.2 Sens=0.90 ——
Sens=0.93 ——
Sens=0.96
Sens=0.99
0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

P(G)

Abbildung 4: Posteriori-Wahrscheinlichkeit P(G|-) als Funktion der Priori-
Wahrscheinlichkeit P(G), fiir verschiedene Sensitivitéten.



